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考虑剪切变形的钢-混组合梁时变分析的
精确有限元法
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摘 要：为了改善传统位移型有限元方法在分析钢-混组合梁长期力学行为时易产生的曲率闭锁

问题，提高计算精度和效率，提出了一种同时考虑双层梁界面滑移效应、梁层剪切变形以及混凝土

收缩与徐变影响的钢-混组合梁精确有限元法。基于弹性力学基本方程，结合混凝土线性黏弹性

徐变本构模型，推导得到了组合梁单元的控制微分方程并进行了解析求解；采用直接刚度法进一

步推导得到了组合梁的精确单元刚度矩阵和等效荷载矩阵，并开发了相应的数值计算程序；通过 3
个典型算例对所提出的方法进行了验证，并开展了参数分析。分析结果表明：提出的有限元法在

同时考虑梁层剪切变形和界面滑移影响的情况下，能够准确预测钢-混组合梁的时变力学响应，即

使在单元划分数量较少、收缩与徐变分析时间步数较小的条件下，仍可获得较高精度的计算结果；

与解析法相比，365 d 的挠度误差不超过 3. 2%，但计算效率和通用性大大提升；与不考虑剪切效应

的有限元法相比，误差减小了 10% 以上。该方法可为钢-混组合梁长期性能分析及工程设计提供

一种高效、可靠的计算手段。
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Abstract： To overcome curvature locking in conventional displacement-based finite element methods 
for analyzing the long-term mechanical behavior of steel-concrete composite beams， and to improve 
computational accuracy and efficiency， an exact finite element method that accounts for interfacial slip 
between the two beam layers， shear deformation of beam layers， and the effects of concrete shrinkage 
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and creep was proposed.  Based on the fundamental equations of elasticity and a linear viscoelastic 
constitutive model for concrete creep， the governing differential equations for the composite beam 
element were derived and solved analytically.  The exact element stiffness matrix and equivalent load 
matrix were formulated using the direct stiffness method， and a corresponding numerical program was 
developed.  The proposed method was validated using three representative examples， followed by a 
parametric study.  The results indicate that the proposed finite element method can accurately predict 
the time-dependent mechanical response of steel-concrete composite beams while accounting for both 
shear deformation and interfacial slip.  High accuracy can still be achieved with a relatively coarse 
mesh and a limited number of time steps in shrinkage and creep analysis.  Compared with the 
analytical solution， the error in deflection at 365 d is less than 3. 2%， while the computational 
efficiency and applicability are significantly improved.  In comparison with a finite element method that 
neglects shear deformation， the proposed method reduces the error by more than 10%.  The proposed 
method therefore provides an efficient and reliable computational tool for the long-term performance 
analysis and engineering design of steel-concrete composite beams.
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0　引 言

由 2 个或多个不同材料和截面形式的梁层形成

的组合梁，具有优越的力学和构造性能，作为 2 层组

合梁里最具代表性的钢-混组合梁，国内外学者对其

进行了广泛而深入的研究，在建筑与桥梁中得到了

广泛的应用［1-2］。

组合梁中相邻梁层之间剪力连接件的柔性使得

梁层之间为部分作用而非完全作用［3］，进行组合梁力

学分析时必须考虑界面滑移既是其区别于其他单层

梁结构的显著特点，同时也是其难点，如仍采用构造

低阶梁单元方法，即梁层单元内部轴向位移场采用一

次插值函数，横向位移场采用三次插值函数来构造组

合梁单元，在连接件抗剪刚度趋向于无穷大时会出现

所谓的滑移或曲率闭锁［4］，对此有文献分别采用增设

内部节点［4］或内部自由度［4-5］的方法，虽能有效解决，

但又带来在常规位移有限元程序中实施不方便，即通

用性较差的问题［6］。为解决此问题，很多学者开展了

相关研究，到目前为止，主要有以下 3种方法：一是采

用单元应变［7］、力［8］或多个变量混合［9］代替位移变量

进行插值的方法构建组合梁分析的单元模型；二是采

用常用于分析无界面滑移效应层合梁的高阶剪切变

形理论［10］构建高阶组合梁单元模型［11］；三是直接从弹

性力学基本微分方程出发，建立以位移及滑移为未知

量的微分控制方程，推导出内力与位移基于微分方程

的解析解，再推导出所谓的“精确”组合梁单元刚度矩

阵，该方法可称为直接刚度法［12］。相对于前 2种方法

而言，第 3种方法能从源头上避免由于采用各种假设

的形函数近似模拟变量场而可能带来的滑移、曲率闭

锁问题，同时也避免了由于增设内部节点或自由度而

不方便在常规位移有限元程序中实施的问题。采用

直 接 刚 度 法 ，并 基 于 Euler-Bernoulli 梁 理 论 或

Timoshenko 梁理论，国内外学者开展了各种组合梁

单元模型线性［6，13-17］与非线性［18-20］的研究。

在以钢-混组合梁为代表的 2 层组合梁里，混凝

土的收缩与徐变对两层组合梁受力性能的影响是重

点研究内容。对于混凝土的收缩与徐变，已有试验

和理论研究表明［21-22］，不管是承受正弯矩还是负弯

矩的组合梁，收缩与徐变对其应力、内力、变形等长

期受力性能均有重要影响，国内外学者基于各种有

限元模型对组合梁的收缩与徐变进行了深入研

究［23-24］，这其中由于收缩与徐变应变涉及到整个分

析时间段内应力的变化，对它的计算分析目前主要

有单步代数法和直接积分法［24］，前者是应用积分中
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值定理计算徐变模型中的卷积，不依赖于结构的应

力历史，因此计算效率较高但精度较低；后者是将时

间轴分为多个时间段，在每一个时间段内采用梯形

或中点规则进行数值积分，相对于前一种方法而言

该方法精度较高，其缺点是需存储结构的应力历史，

但该缺点随着目前计算机软硬件技术的发展已经变

得不太重要。鉴于收缩与徐变对组合梁受力性能有

明显影响，目前的研究已经延伸到曲线钢-混组合梁

桥［25-26］以及组合梁的 2个梁层均考虑收缩与徐变（甚

至还包括连接界面）［27］。

对 2 层组合梁考虑梁层剪切效应是一个逐步重

视和提高的过程，Murakami［28］在研究界面滑移对具有

分布式黏结的组合梁刚度退化影响时首次考虑了组

合梁的剪切效应。Ranzi等［29］将混凝土板视为 Euler-
Bernoulli梁，将钢梁视为 Timoshenko 梁，并进一步将

混凝土板与钢梁均视为 Timoshenko 梁开展了研

究［30］。Areiza-Hurtado等［31］在进行部分作用组合梁的

动力与屈曲分析时将每个梁层均视为 Timoshenko
梁，但每个梁层强制转角相同。Nguyen等［6］除将每个

梁层均视为 Timoshenko 梁以外，也并不强制每个梁

层的转角必须相同，显然这更符合组合梁的实际运

动。从不考虑和考虑剪切变形的结果比较来看，对于

细长梁，两者差别不大，对于短梁，特别是剪弯比和跨

高比达到一定界限值时，两者结果有一定的差别［32］；

相对而言，不考虑和考虑剪切变形对组合梁横向位移

的影响要大于界面滑移，与试验结果比较来看，考虑

剪切变形得到的组合梁跨中位移计算值与试验值明

显比不考虑剪切变形时要接近些［6］，在 2 层组合梁的

动力［33-34］、屈曲［35］分析时也可得到类似的结论。

综上所述，基于微分方程进行求解的直接刚度

法是建立组合梁单元模型的有效方法，收缩与徐变

和梁层剪切效应又是影响组合梁受力性能的重要因

素，研究成果均比较多，但就笔者所知，目前基于直

接刚度法的研究文献都是将收缩与徐变与梁层剪切

效应分开单独考虑，或是基于 Euler-Bernoulli 梁理

论研究收缩与徐变，没有考虑梁层剪切效应［27，36］；或

是基于 Timoshenko 梁理论只考虑梁层剪切效应，而

未研究收缩与徐变［6，14］。

鉴于此，本文采用直接刚度法研究建立一个能综

合考虑两层组合梁剪切效应、界面滑移以及混凝土层

时变效应的精确有限元分析方法。通过将求解时间

域划分成多个时间步，并将混凝土与龄期相关的线性

黏弹性徐变模型以及混凝土收缩考虑进具有时间离

散形式特点的本构方程，并结合弹性力学平衡方程、

几何方程建立每一时步以界面相互作用力为变量的

控制微分方程，基于所得的解析解逐步得到单元内力

以及位移的显式表达式，再利用直接刚度法得到组合

梁单元在任一时刻具有“空间精确、时间离散” ［36］特

征的单元刚度矩阵和节点力矩阵。根据上述算法研

制出程序，对 3个钢-混组合梁算例进行了计算分析，

在得到已有文献结果验证的基础上，研究了梁层剪切

效应对钢-混组合梁长期受力性能的影响。

1　组合梁力学方程

1. 1　基本假设

（1）各梁层截面变形前、后均为平面，但考虑剪

切变形，变形后截面与梁轴线不再垂直。

（2）梁层横向位移 v相同，轴向位移 u和转角 θ
由于滑移和剪切变形互不相同，不考虑掀起。

（3）离散的剪力连接件用连续界面黏结滑移模

型模拟。

（4）混凝土徐变应变与应力呈线性关系，可基于

线性黏弹性徐变理论采用叠加原理计算。

1. 2　平衡方程

如图 1 所示为钢-混组合梁的一个微段，根据其

受力平衡，并考虑到混凝土梁层收缩与徐变等时变

效应，有
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∂x N c( )x，t + D sc( )x，t = 0
∂x N s( )x，t - D sc( )x，t = 0
∂xT c( )x，t + V sc( )x，t + p0 = 0
∂xT s( )x，t - V sc( )x，t = 0
∂x Mi( )x，t - Ti( )x，t + HiD sc( )x，t = 0

（1）

式中：Ni（x，t）、Mi（x，t）、Ti（x，t）分别为 t时刻关于距

离梁左端 x位置的轴力、剪力和弯矩函数，i=c，s，其
中 c和 s分别代表混凝土梁和钢梁；Hi为相应梁层截

面形心轴与结合面间的距离；p0 为作用在梁顶的均

x
Mc Mc+dMc

Ms+dMs

Ns+dNs

Ts+dTs

Nc+dNc

Tc+dTc

（a）  混凝土梁

（b）  钢梁

Ms

p0

Nc

Ns

Tc

Ts

y

zO

Hc

Hs

Dsc

Dsc

Vsc

图 1　钢-混组合梁微段受力状态

Fig. 1　Stress state of an infinitesimal segment of 
a steel-concrete composite beam
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布荷载；D sc( x，t )为结合面间在 t时刻关于距离梁左

端 x位置的剪力；V sc( x，t )为结合面上 2 个梁层之间

的竖向挤压力。

1. 3　几何方程

图 2 所示为钢-混组合梁运动示意。依据前述

基本假定可知各梁层截面的轴向应变 εi、转角 θi以及

曲率 κi与轴向位移 ui、横向位移 v的关系，有

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

εi = ∂x ui
γi = ∂x v+ θi
κi = ∂xθi

（2）

层间滑移 d sc 关系式如下

d sc = u s - u c - H sθ s - H cθ c （3）

1. 4　本构方程

1. 4. 1　混凝土梁层　

在考虑收缩与徐变效应情况下，混凝土梁层的

总应变 ε c( t )由 3项组成

ε c( t )= ε el( t )+ ε sh ( t )+ ε cp ( t ) （4）
式中：ε el( )t 为瞬时弹性应变；ε sh ( )t 、ε cp ( )t 分别为收

缩应变和徐变应变。

依据前述假定（4），总应变 ε c( t )可以用 Volterra
积分方程表示，有

ε c( t )= ε sh ( t )+ Aσ c( t1) J ( t，t1)+

∫
t1

t

J ( )t，τ Adσ (τ ) （5）

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ε c( )t = ( )εc( )t ，γ c( )t
T

ε sh ( )t = ( )εsh ( )t ，γ sh ( )t
T
              

A= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

1 0
0 2 ( )1 + υ c

                       

σ c( t1)= ( )σ c( )t1 ，τ c( )t1
T
                

式中：γ c 与 γ sh 分别为竖向的总剪应变和收缩剪应

变；t1 为混凝土初始龄期；υ c 为混凝土的泊松比；

σ c( t1)、τ c( t1)分别为初始弹性阶段的正应力与剪应

力；J ( t，τ )为徐变函数，表示龄期为 τ的混凝土受到

单位应力持续作用，在 t时刻产生的徐变应变。

对于目前采用的徐变函数 J ( t，τ )，式（5）中积分

项不易直接求解得到显式表达，将时间域分为 n个时

刻，且 t1 < t2 < ⋯ < tn，也就形成了 n- 1 个时段（各

时段长可各不相同），基于梯形法则将式（5）转换为

ε ( )n
c = ε ( )n

sh + Aσ( )1
c Jn，1 + 1

2 ∑
i= 1

n- 1

( Jn，i+ 1 + )Jn，i ⋅

   A (σ( )i+ 1
c - σ( )ic )

 （6）

ε ( )i
c = ε c( ti)
σ( )ic = σ c( ti)
Ji，j = J ( ti，tj)

式中：各个变量右上角的 ( i)代表这是该变量在第 ti
时刻的函数，该规则全文通用。

进一步转换式（6），将其变成具有时间离散形式

特点的各时刻混凝土本构方程，有

Aσ( )n
c = E ( )n

c (ε ( )n
c - ε ( )n

sh )+ ∑
i= 1

n- 1

Ψn，iAσ( )ic （7）

Ψn，i =
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Jn，2 - Jn，1

Jn，n + Jn，n- 1
         i= 1

Jn，i+ 1 - Jn，i- 1

Jn，n + Jn，n- 1
      i> 1

             

式中：E ( )n
c = 2 ∕ ( )Jn，n + Jn，n- 1 为混凝土考虑老化后

的弹性模量。

故混凝土梁层在 tn时刻的本构关系
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N ( )n
c =∫A c

σ ( )n
c dA=

             ( )EA ( )n
c
ε( )n

c -( )EA ( )n
c
ε( )n

sh +( )EB ( )n
c
κ( )n

c +Nc

M ( )n
c =∫A c

z cσ ( )n
c dA=

              ( )EB ( )n
c
ε( )n

c -( )EB ( )n
c
ε( )n

sh +( )EI ( )n
c
κ( )n

c +Mc

T ( )n
c =∫A c

τ ( )n
c dA= k s

c ( )GA ( )n
c ( )γ( )n

c - γ( )n
sh +T c

（8）

N c = ∑
i= 1

n- 1

Ψn，i N ( )i
c

M c = ∑
i= 1

n- 1

Ψn，i M ( )i
c

T c = ∑
i= 1

n- 1

Ψn，iT ( )i
c

式中：(EA) ( )n
c

= E ( )n
c A c；(EB) ( )n

c
= E ( )n

c B c；( )EI ( )n
c

= 

E ( )n
c Ic；(GA) ( )n

c
= G ( )n

c A c；A c、B c、Ic分别为混凝土截面

x

(c)

Hc

Hs

θc

θs

uc

v

v

us dsc

(c)
(s)

(s)

y

z

 

O

图 2　钢-混组合梁微段变形

Fig. 2　Deformation of an infinitesimal segment of 
a steel-concrete composite beam
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面积、静矩和惯性矩；G ( )n
c = E ( )n

c /[2 (1 + ])υc 为混凝

土剪切模量；k s
c 为混凝土梁层截面的剪切修正系数。

1. 4. 2　钢梁层与剪力连接件

对于钢梁层，基于线弹性本构方程可得到其内

力在 tn时刻的表达式，有

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

N ( )n
s =∫A s

σ ( )n
s dA= ( )EA

s
ε( )n

s

M ( )n
s =∫A s

z sσ ( )n
s dA= ( )EI

s
κ ( )n

s

T ( )n
s =∫A s

τ s dA= k s
s ( )GA

s
γ( )n

s

（9）

式中：(EA) s
= E sA s；(EI ) s

= E s Is；(GA) s
= G sA s；

E s、A s、Is和 G s 分别为钢梁层的弹性模量、截面面积、

惯性矩和剪切模量；k s
s 为钢梁层截面的剪切修正

系数。

对于剪力连接件，参照文献［36］，假定 tn时刻剪

力D ( )n
sc 与界面滑移 d ( )n

sc 之间为线性关系，有

D ( )n
sc = k scd ( )n

sc （10）
式中：k sc 为连接界面的抗剪刚度。

2　组合梁控制微分方程

在以下推导中，从实际工程所采用的混凝土梁

层截面形式出发，同时也为使公式表述简洁，假定混

凝土梁层截面为沿中性轴上下对称的截面 ，即

有 B c = 0。
2. 1　控制微分方程推导

对式（2）几何方程中的第 2 个方程分别基于混

凝土梁层与钢梁层求二阶导，有

∂3
x v( )n = ∂2

x γ( )n
c - ∂2

xθ ( )n
c = ∂2

x γ( )n
s - ∂2

xθ ( )n
s （11）

联立本构关系和式（11），可以得到各个力分量微

分间的关系，再将式（1）中的平衡方程代入即可得到

任意时刻以界面相互作用力为变量的控制微分方程

( )EI ( )n

k sc( )GA
n

∂5
x D( )n

sc -
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú( )EI ( )n β 2

n

( )GA
n

+ 1
k sc

∂3
x D( )n

sc +

é
ë

ù
ûβ2

n -α2
n ( )EI ( )n ∂x D( )n

sc =- Hp0

( )EI ( )n
c

+ ( )EI
s

+

αn ( )EI ( )n

k s
c ( )GA ( )n

c

∂3
xTc -

1
( )EA ( )n

c

∂2
x Nc +

( )EI ( )n

( )GA
n ( )EA

n

c

∂4
x Nc -

H c + αn ( )EI ( )n

( )EI ( )n
c

∂2
x Mc +

H c( )EI ( )n

( )GA ( )n ( )EI ( )n
c

∂4
x Mc （12）

1
( )GA ( )n = 1

k s
s ( )GA

s

+ 1
k s

s ( )GA ( )n
c

1
( )EA ( )n = 1

( )EA
s

+ 1
( )EA ( )n

c

αn = H s

( )EI
s

- H c

( )EI ( )n
c

β 2
n = 1

( )EA ( )n + H 2
s

( )EI
s

+ H 2
c

( )EI ( )n
c

2. 2　控制微分方程求解

对于工程实际中的组合梁，连接界面的抗剪刚

度 k sc 取值一般介于 (0，∞)，本文也是基于此种取值

开展研究，至于 k sc = 0 和 k sc = ∞ 这 2 种特殊情况，

本文暂不讨论。

显然，由于徐变遗传项N c、M c、T c 的具体表达式

未知，对微分方程式（12）直接求解是很困难的。首

先，在初始时刻 t1 时，结构的收缩与徐变还未发生，

故N c、M c、T c 此时均为 0，控制方程是可以求解的，并

根据求解出的 N ( )1
c 、M ( )1

c 、T ( )1
c 的具体表达式，基于数

学归纳法最终得到N c、M c、T c
［36］
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ïï
ï
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ï
ïï
ï
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N c = ∑
k= 1

3
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k x3 - k + ∑

i= 1

n- 1

∑
j= 1

4

η( )n，i
j e( )ij

M c = ∑
k= 1

3

ϑ( )n
k+ 3 x3 - k + ∑

i= 1

n- 1

∑
j= 1

4

η( )n，i
j+ 4 e( )ij

T c = ∑
k= 1

3

ϑ( )n
k+ 6 x3 - k + ∑

i= 1

n- 1

∑
j= 1

4

η( )n，i
j+ 8 e( )ij

  （13）

ϑ( )n
1，2，⋯，9 = ∑

i= 1

n- 1

Ψn，i π ( )i
1，2，⋯，9

η( )n，i
1，2，⋯，12 = ∑

j= i

n- 1

Ψn，j ζ ( )j，i
1，2，⋯，12

e( )j
1，2，⋯，4 = exλ

( )j
1，2，…，4

λ( )n
1 = -λ( )n

2 =
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2 ( )EI ( )n é
ë

ù
ûk sc( )GA ( )n

αn ≠ 0

( )GA ( )n ( )EI ( )n αn = 0
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( )EI ( )n β 2
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k sc β 2
n αn = 0

∆ =
é
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ê
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ê
ê
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ú
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ú
ú
ú( )EI ( )n β 2

n

( )GA ( )n + 1
k sc

2

- 4 ( )EI ( )n μ2
n

k sc( )GA ( )n
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μn = β 2
n - α2

n ( )EI ( )n

将式（13）代入式（12）中可得

ξ ( )n
1 ∂5

x D ( )n
sc + ξ ( )n

2 ∂3
x D ( )n

sc + μ2
n∂x D ( )n

sc = ξ ( )n
3 +

∑
i= 1

n- 1

∑
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4
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Dj e( )ij

       （14）
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求解微分方程式（14），并联立式（12）可得 D ( )n
sc

与V ( )n
sc 的最终表达式，并可以用向量的形式表示为
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∑
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式中：C ( )n
1 ~C ( )n

10 均为积分常数，并在 tn时刻更新；ϱ为

0-1变量，当 αn = 0时取 0，否则取值为 1。
将式（15）中 D ( )n

sc 和 V ( )n
sc 的表达式分别代入式

（12）中的控制微分方程，并联立第 1. 2~1. 4 节中的

平衡方程、几何方程和本构方程，便可得到混凝土

梁层以及钢梁层的各内力分量以及位移分量的函

数表达式
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Ns =∫R ( )n

Dsc dx
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Tc = ξ ( )n

6 x+ ξ ( )n
7
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8 x+ ξ ( )n
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并且有
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至此，将式（17）中的 N ( )n
c 、M ( )n

c 以及 T ( )n
c 分别与

式（13）中的 N ( )i
c 、M ( )i

c 与 T ( )i
c 在 i取值为 n时作比较，

可知两者具有相同的表达形式，由此能证明本文假

设的函数式是正确的，同时能利用这种关系将式中

的系数 π ( )n
1，…，9、ζ ( )n，i

1，…，12 （i=1，2，…，n）全部求出。

3　组合梁单元精确有限元列式

在得到的组合梁位移场与内力场的解析表达式

基 础 上 ，采 用 直 接 刚 度 法［12］推 导 部 分 作 用 两 层

Timoshenko 组合梁时变有限元列式。如图 3 所示，

长度为 L的双层组合梁单元，每个单元有 10 个自由

度，也正对应前面出现的 10 个积分常数，通过利用

x= 0 和 x= L这 2 个边界条件，便可以建立起积分

常数向量 C ( )n 与单元节点位移向量 q( )n 之间的关

系，有

q( )n = X ( )n C ( )n + Z ( )n + ξ ( )n
q （18）
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T

X ( )n = ( )( )X ( )n
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同理可以得到单元节点力向量Q ( )n 与积分常数

向量 C ( )n 之间的关系，有

Q ( )n = Y ( )n C ( )n + R( )n + ξ ( )n
Q （19）
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因为式（18）中单元节点位移向量可以是任意

的，所以 X ( )n 一定是一个非奇异矩阵，因此可以通过
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式（18）得到积分常数向量 C ( )n 的表达式

C ( )n = (X ( )n )-1 (q( )n - Z ( )n - ξ ( )n
q ) （20）

将式（20）代入式（19），并写成常见的有限元平

衡列式

K ( )n q( )n = Q ( )n + Q ( )n
0 （21）

且有
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K ( )n = Y ( )n ( )X ( )n -1

Q ( )n
0 = K ( )n ( )Z ( )n + ξ ( )n

q - ( )R( )n + ξ ( )n
Q

式中：K ( )n、Q ( )n
0 、Q ( )n 分别为 tn时刻组合梁单元的“精

确”刚度矩阵、在均布荷载以及混凝土收缩与徐变作

用下的等效节点力向量以及外荷载集中力向量。

上述“精确”是指该刚度矩阵是完全基于弹性力

学微分控制方程的解析解推导求出，未对单元力场

和位移场作任何假设近似，因此为保证计算结果精

度所需划分的最小单元数仅取决于边界与荷载

情况［17，36］。

4　算例验证与分析

本节共 3 个算例，用于验证本文提出的算法及

研制的程序，在此基础上分析梁层剪切效应对钢-混

组合梁长期性能的影响并开展部分参数分析，收缩

与徐变效应分析采用欧洲设计规范 CEB-MC90 中

的收缩与徐变模型。

应补充说明的是，本文计算方法与已有未考虑

剪切效应的计算方法相比，区别主要在于位移协调

方程中，本文在描述结构竖向挠度同截面转角的协

调关系时需引入截面的剪切应变；同时，在组合梁各

层的本构关系中，本文也需因考虑剪切应变而增加

对应的本构方程。在有限元模型中，剪切效应会导

致组合梁上下梁层转角不一定相同，故描述单元节

点转角的自由度会由 1 个增加为 2 个。上述改变也

使得本文针对钢-混组合梁时变分析建立的有限元

方法变的更加复杂。

4. 1　算例 1
图 4 为简支钢-混组合梁。梁跨度为 12 m，均布

荷载 p0 = 25. 5 kN·m-1，混凝土以及钢梁的泊松比

均取 0. 2，其余参数详见图 4，图 5 和表 1 为本文计算

的部分时刻组合梁挠度及文献［37］对应值，本算例

采用 2个单元进行计算。

为探讨本文分析方法的特点，表 2、3 分别给出

组合梁划分成不同数量单元（时步数均为 5）以及求

解时间域 50 年划分成不同时步数（单元数均为 2）下
的梁跨中竖向挠度计算结果的对比。

图 5 中虚线部分为文献［37］通过利用状态空间

法（解析法）结合初应变法得到的预测结果且未考

虑剪切效应。由图 5 和表 1 可知，由于该组合梁高

（a）　整体结构受力情况

（b）　截面尺寸

图 4　均布荷载作用下的组合梁（单位：mm）

Fig. 4　Composite beam subjected to uniform load （unit： mm）

0 2 4 6 8 10 12-32

-28
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-8

-4

0

竖
向

挠
度

/m
m

距梁左端支座距离/m

瞬时 (文献[37])
 30 d (文献[37])  
 50年(文献[37])
 瞬时(本文)
 30 d (本文)
 50年(本文)

图 5　不同时期的挠度对比

Fig. 5　Comparison of deflections at different time periods

表 1　不同时期梁跨中挠度

Table 1　Mid-span deflection at different time stages  mm     

来源

本文

文献［37］

瞬时

−21. 86
−21. 33

30 d
−23. 09
−22. 62

50 年

−31. 26
−30. 80

Nc0, uc0 NcL, ucL

NsL, usLNs0, us0

Mc0, θc0 McL, θcL

MsL, θsL

TL, vLT0, v0

Ms0, θs0

图 3　组合梁单元节点力与节点位移

Fig. 3　Nodal forces and nodal displacements of 
composite beam element
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跨比较小，梁层剪切效应不明显，故考虑梁层剪切

效应的本文计算值与不考虑该效应的文献［37］计

算值差别很小，但也能看出本文瞬时位移计算结果

（−21. 86 mm）略大于文献［37］（− 21. 33 mm）（这与

文献［6］的“考虑剪切效应得到的位移比不考虑要

大”结论一致），由此导致后续发生收缩与徐变后本

文计算结果始终略大于文献［37］。

由表 2 可知，在仅划分 2 单元数的情况下，所计

算出的结果与划分 20 单元数的计算结果完全一致，

这正符合前文所描述的“精确”特性，即无需通过加

密单元网格划分就能得到很精确的计算结果。

由表 3 可知，由于对时间上连续积分的 Volterra
积分方程采取了梯形积分求解，即使采用不同时步

数，所得到的计算结果差别也很小，因此可以根据实

际需求来进行时步划分。

4. 2　算例 2
如图 6 所示两跨连续组合梁，其余几何与材料

参数详见图 6 所示或文献［36］，算例分析中研究了 2
片承受不同均布荷载的梁，其中 1 号梁只受自重荷

载 p0 = 1. 92 N·mm-1，2号梁还受到额外的持续均布

荷载 4. 75 N·mm-1 的作用，即 p0 = 6. 67 N·mm-1，本

算例采用 4个单元进行计算。

图 7、8 分别给出了本文计算值与文献［38］实测

值以及文献［36］计算值的对比，图 9 则给出了以实

测值为标准，考虑梁层剪切效应的本文计算值与不

考虑该效应的文献［36］计算值（未考虑开裂的情况

下）精度的对比。有 2 点需说明：一是为与文献［38］

提供的收缩与徐变相关参数实测值一致，本文和参

考文献［36］也对这些参数作出了同样的调整；二是

由于试验梁中部支座处负弯矩区混凝土在测试荷

载作用下已出现开裂现象，与文献［36］一样本文分

析增加了一个模拟梁开裂的计算工况 ，即按照

CEB-MC90 规范中所给的建议：在中部支座处两侧

15% 跨长范围内忽略混凝土部分对截面刚度的

贡献。

由图 7 可看出，在不考虑梁支座处开裂时，与文

献［36］一样，数值计算结果与实测结果差别较大，

但在考虑开裂后，吻合情况逐渐改善，计算值与实

测值吻合较好，特别是 1 号梁到了 200 d 以后。但是

2 号梁模拟的效果并不理想，这是由于本开裂工况

（a）　整体结构受力情况

（b）　截面尺寸

图 6　两跨连续组合梁（单位：mm）

Fig. 6　Two-span continuous composite beam （unit： mm）
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（b）　2 号梁

图 7　跨中挠度计算值和文献［38］实测值对比

Fig. 7　Comparison of calculated mid-span deflection values and 
measured values of ref.  ［38］

表 2　不同单元数划分下计算结果对比

Table 2　Comparison of calculation results under different element 

mesh divisions mm     

单元数

2

4

6

10

20

瞬时

−21. 859 333 3

−21. 859 333 3

−21. 859 333 3

−21. 859 333 3

−21. 859 333 3

30 d

−23. 087 610 7

−23. 087 610 7

−23. 087 610 7

−23. 087 610 7

−23. 087 610 7

50 年

−31. 264 224 4

−31. 264 224 4

−31. 264 224 4

−31. 264 224 4

−31. 264 224 4

表 3　不同时期计算结果对比

Table 3　Comparison of calculation results at different time stages 

mm

步数

5

7

9

11

30 d

−23. 087 61

−23. 087 61

−23. 087 61

−23. 087 61

2 年

−29. 024 99

−29. 009 82

−28. 999 37

−28. 997 30

10 年

−30. 730 55

−30. 724 32

−30. 712 22

−30. 652 70

50 年

−31. 264 22

−31. 261 96

−31. 261 35

−31. 235 32
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仅是按照欧洲规范中建议进行的初步分析，通过

图 8 可以看到本文模型与文献［36］中给出的预测值

吻合良好，并非模型本身对此组合梁不适用。考虑

到混凝土开裂效应并非本文的研究重点，故未进一

步深化分析方法来提高同此算例中试验值的模拟

精度。

由图 8 和表 4 可看出，本文计算值与文献［36］
计算值略有差异，但总体趋势是完全一致的，本文

计算值略大于文献［36］，并且在考虑开裂后剪切效

应表现的更加明显，即图 8 中考虑开裂的线条较未

考虑开裂的线条间隔更大，这正是由于模拟开裂时

会减少单元有效长度，导致结构的跨高比进一步增

加。由图 9 可看出，无论是 1 号梁还是 2 号梁，在考

虑梁层剪切效应影响后，数值计算结果同实测值之

间的误差明显减小，在整个分析时间段内，考虑梁

层剪切效应的本文计算值比不考虑该效应的文献

［36］计算值误差普遍减小 10% 左右。可见在长期

效应分析中，剪切效应对结构行为的影响仍然是不

可忽略的。

4. 3　算例 3
图 10为 1片受均布荷载与跨中集中荷载的简支

梁，环境湿度取 40%，fck = 60 MPa，混凝土以及钢梁

的 泊 松 比 υ c、υ s 均 取 0. 2，受 到 的 均 布 荷 载 p0 =
60 kN ⋅ m-1，跨中集中荷载 p= 160 kN，剪切修正系

数均取 1，本算例采用 2个单元进行计算。

图 11、12 给出了考虑收缩与徐变的跨中挠度、

端部滑移与跨高比的变化曲线，此时剪力连接件刚

度 k sc = 10 000 MPa，同时表 5、6 给出了相同条件下

跨高比分别为 12 和 5时不同时期跨中挠度以及端部

滑移具体值的对比；表 7 则是给出了在不同时期下，

跨高比较小时计算值与参考值的差距。

（a）　整体结构受力情况

（b）　截面尺寸

图 10　承受均布荷载与集中荷载的组合梁（单位：mm）

Fig. 10　Composite beam subjected to uniformly distributed and 
concentrated loads （unit： mm）
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（a）　1 号梁与实测值误差
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（b）　2 号梁与实测值误差

图 9　跨中挠度计算误差对比

Fig. 9　Comparison of calculation errors of mid-span deflection
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（b）　2 号梁

图 8　跨中挠度计算值和文献［36］值对比

Fig. 8　Comparison of calculated mid-span deflection values and 
ref.  ［36］ values

表 4　跨中挠度计算结果对比

Table 4　Comparison of mid-span deflections mm     

来源

本文（1 号梁）

文献［38］ （1 号梁）

本文（2 号梁）

文献［38］ （2 号梁）

瞬时

0. 833 64

0. 811 45

2. 896 03

2. 818 93

30 d

2. 177 39

2. 121 35

4. 777 83

4. 647 05

365 d

3. 674 53

3. 557 26

6. 606 56

6. 394 78
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图 13 给出了考虑收缩与徐变的跨中挠度与剪

力连接件刚度 k sc 的变化曲线，此时跨高比 L H= 5。
有 2 点补充说明：计算中梁高H始终不变，变化的是

梁长 L；图 11~13 中纵坐标变量下标 Timoshenko 表

示本文计算结果（后续分析中简称为计算值），下标

Euler-Bernoulli 表示采用文献［36］方法计算的结果

（简称为参考值）。

根据表 5~7 中数据可以得到，在跨高比为 12
时，不论是梁跨中挠度值还是端部滑移值，计算值

与参考值在各时期都十分相近，相差在 5% 以内；而

当跨高比为 3 时，梁跨中挠度的计算值与参考值的

差距从瞬时的 28. 6% 下降到 25 550 d 的 22. 0%，但

是对于端部滑移值，仍未出现明显的差距，相差仍

在 5% 以内；结合图 11 线条变化规律可以发现，在

跨高比小于 8 时由于剪切效应的影响，计算值开始

显著大于参考值，但是结构的收缩与徐变会让这种

情况有所缓和，即随着时间的发展，剪切效应对跨

中挠度的影响呈下降趋势，随着跨高比从 8 开始逐

渐减小，混凝土的收缩与徐变效应使得剪切效应对

跨 中 挠 度 影 响 下 降 的 幅 度 从 0. 31% 提 高 到 了

6. 63%，随着跨高比的增大，剪切效应的影响越来

越小，导致计算值与参考值之比几乎为 1，显然这是

符合预期的。根据表 5、6 的端部滑移计算值与参考

值对比并结合图 12 可知，不考虑收缩与徐变影响

时，界面端部滑移的计算值与参考值之比基本不

变，这主要是因为滑移值主要还是受剪力连接件刚

表 5　  L/H=3时跨中挠度以及端部滑移值

Table 5　Mid-span deflections and end slips at L/H = 3  mm     

时期

瞬时

31 d
500 d

25 550 d

跨中挠度

计算值

0. 261 88
0. 323 02
0. 515 93
0. 570 57

参考值

0. 203 55
0. 250 35
0. 419 26
0. 467 58

端部滑移

计算值

0. 100 68
0. 127 01
0. 226 21
0. 255 29

参考值

0. 100 56
0. 124 88
0. 218 09
0. 245 01

表 6　  L/H=12时跨中挠度以及端部滑移值

Table 6　Mid-span deflections and end slips at L/H = 12  mm     

时期

瞬时

31 d
500 d

25 550 d

跨中挠度

计算值

15. 027 6
17. 856 7
24. 730 1
26. 532 3

参考值

14. 652 2
17. 381 7
23. 945 3
25. 651 0

端部滑移

计算值

1. 884 73
2. 254 20
3. 205 25
3. 458 21

参考值

1. 882 48
2. 243 84
3. 157 74
3. 398 17

瞬时
31 d

1.14

1.12

1.10

1.08

1.06

1.04

500 d
25 550 d

kSC/MPa
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图 13　时变影响下跨中挠度与剪力连接刚度关系

Fig. 13　Relationship between mid-span deflection and 
shear connection stiffness under time-dependent effects

表 7　不同时期及跨高比下跨中挠度计算值与参考值之比

Table 7　Ratios of calculated value to reference value of mid-span 

deflection under different time periods and span-to-depth ratios

时期

瞬时

500 d
25 550 d

不同跨高比（L/H）时的计算值与参考值之比/%
10

3. 3
2. 6
2. 5

7
7. 0
6. 9
6. 8

6
9. 2
8. 6
8. 5

5
12. 7
11. 2
10. 9

4
18. 4
15. 3
14. 8

3
28. 6
23. 1
22. 0

瞬时
31 d

1.30

1.25

1.20

1.15

1.10

1.05

1.00

500 d
25 550 d

δ T
im

os
hi

nk
o/δ

Eu
le

r-
Be

rn
ou

lly

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
L/H

2

图 11　时变影响下跨中挠度与跨高比关系

Fig. 11　Relationship between mid-span deflection and 
L/H under time-dependent effects
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图 12　时变影响下界面端部滑移与跨高比关系

Fig. 12　Relationship between interface end slip and 
L/H under time-dependent effects
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度的影响；考虑收缩与徐变后，计算值与参考值之

比有一个从大变小的过程，且在小跨高比时下降的

快，大跨高比时下降较慢，这显然与跨高比增大时

剪切效应减弱是一致的。

从图 13 可看出，对于小跨高比组合梁（跨高比

L H= 5），在混凝土时变效应的作用下，剪切效应

的影响会有所缓和，这与图 11 的预测结果是一致

的。同时整体上看到随着剪力连接件刚度的增加，

计算值与参考值之比也越来越大，这一点可以理解

为随着剪力连接件刚度的增大，2 个梁层越来越倾

向于一个整体，使得原本上下 2 个梁层的截面等价

于更高的一个梁层截面高度，跨高比随之减小，剪

切效应的作用便随之增大。整体而言，收缩与徐变

使得跨中挠度的计算值与参考值之比随剪力连接

件刚度变化而改变的幅度减小。

5　结 语

（1）建立了考虑界面滑移与梁层剪切变形的有

限元方法，算例分析表明其能有效预测钢-混组合梁

考虑梁层剪切变形与界面滑移后的时变行为。与以

往未考虑剪切效应的研究相比，该方法在几何、本构

方程及节点自由度方面均进行了相应的增改。

（2）采用基于解析解的直接刚度法求得钢-混组

合梁单元刚度矩阵，以及采用梯形积分法求解混凝

土徐变的 Volterra 积分方程，算例结果表明，本文方

法能在单元划分数量和收缩与徐变分析时步数都比

较小的情况下求得具有很高计算精度的结果，由此

说明本文方法具有良好的计算精度与计算效率。

（3）随着混凝土计算龄期的增加，收缩与徐变效

应使得剪切效应对跨中挠度的影响幅度有所下降，并

且随着跨高比的进一步减小，下降幅度会更加明显，

如本文算例 3 中跨高比从 8 逐渐减小时，混凝土的收

缩与徐变效应使得剪切效应对跨中挠度影响下降的

幅度从 0. 31% 提高到了 6. 63%；在跨高比为 6 时，随

着收缩与徐变效应的发生，剪切效应对跨中挠度的影

响从 9. 2% 下降到 8. 5%，而在跨高比为 3 时，其影响

从 28. 6% 下降到 22. 0%，可看出剪切效应越明显，收

缩与徐变效应对其影响也越大。对于跨高比小于 8
的组合梁，在时变效应分析中应考虑剪切效应的

影响。

（4）本文方法目前只适用于二维的钢-混组合梁

结构，对于一些具有“翘曲”变形特征的三维组合梁

结构的时变性能仍有待后续进一步研究。
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